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Lernmodul 7 Algorithmus von Dijkstra

\ @Fled-tllngi'nusen

Quelle: http://www.map24.de
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Algorithmus von Dijkstra Ubersicht

Klrzester Weg von A nach B in einem Graphen

. Problemstellung: Suche einer Route von Ort A nach Ort B
. Formulierung des Problems / einer Losung
. Animation eines Beispiels fir den Algorithmus
. Formulierung des Algorithmus in Pseudocode
. Satze zur Korrektheit des Algorithmus
. Erforderliche Datenstrukturen
o Adjazenzmatrix
o Adjazenzliste
o Heap
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Algorithmus von Dijkstra Problemstellung
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Algorithmus von Dijkstra Beispielgraph
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Dijkstra Formulierung / Losung des Problems

. Gegeben: Gerichteter Graph G, dessen Kanten mit Zahlen (Kosten, z.B. km oder
min.) beschriftet sind
. Aufgabe: Berechnung des kiirzesten Weges s —» z von einem Startknoten s zu
einem Zielknoten z
. Erste Idee: Berechne alle Wege und wahle den kiirzesten
. Beobachtung: Wenn der kirzeste Weg von s nach z tUber y fuhrt, sind die
Teilwege s — y und y —> z ebenfalls klirzeste Wege
. Effiziente L6sung: Berechne alle kiirzesten Wege und wahle den von s nach z
aus
. Algorithmus von Dijkstra: jeder Schritt sitzt (,,Greedy*-Algorithmus)
o Berechnung der klirzesten Wege von einem beliebigen Startknoten zu allen
anderen Knoten des Graphen (1 : n)
o single source shortest path - Problem
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Dijkstra Beispiel zum Ablauf

<{h nicht bearbeitet

32x (< p]
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dist (v)
BLAU
GRUN
succ (V)
\rd

dist (v,v*)

Dijkstra Bezeichnungen im Algorithmus

Startknoten

beliebiger Knoten im Graphen

Abstand des Knotens v vom Startknoten s
Menge der abgearbeiteten Knoten

Menge der aktiven Knoten ("in Arbeit")
Menge der Nachfolger(-Nachbarn) von v
fur alle Elemente

Distanz (Zeit) der Kante (v,v*)
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Dijkstra Beschreibung des Algorithmus

Idee: Bildung eines Teilgraphen TG in G, ausgehend vom Startknoten s

. TG beschreibt den erkundeten Teil von G, bestehend aus
o BLAUEN Knoten: Alle Nachfolger wurden betrachtet
o GRUNEN Knoten: Rand von TG, abgehende Kanten wurden nicht betrachtet
. Zwei Arten von Kanten innerhalb von TG:
o rote Kanten: Baum der kiirzesten Wege
o grune Kanten: "langere Wege"
. In jedem Knoten von TG wird der Abstand zu s verwaltet (dist(K))
. TG wachst, indem in jedem Schritt der Randknoten mit minimalem Abstand von s
ins Innere von TG (BLAU) Gbernommen wird
. Nachfolgeknoten tibernommener Knoten werden Randknoten (GRUN)
. Kirzeste Pfade zu GRUNEN Knoten, die erneut erreicht werden, sind ggf. zu
korrigieren

Quelle: nach Glting/Deker
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Dijkstra Formulierung des Algorithmus

algorithm D jkstra (s) /I berechne all e kirzesten Wege von s aus
BLAU = @, CGRUN = {s}; dist(s) = 0;
while( GRUN!'= @ ) {
wahle v € GRUN, so dass ¥ v' &€ GRUN: dist(v) <= dist(v');
farbe v bl au;
for( v, € succ(v) ) {
if (v, € (GRUN W BLAU) //noch nicht besuchter Knoten

farbe die Kante (v,vi) rot;

farbe v; grun;

dist(v;) = dist(v) + dist(v,v;); }

el se if (vi e GRUN) { /1 v, erneut erreicht

if(dist(v,) > dist(v) + dist(v,v;)) {
farbe die Kante (v,v;) rot;
farbe die bisher rote Kante zu v; grin;
dist(v,) = dist(v) + dist(v,v,;); }

el se {
farbe (v,v,) grin; }}
el se { farbe (v,vi) grun; }}} /1 v, € BLAU

Quelle: nach Glting/Deker

(=)
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Dijkstra Offene Fragen

. Wie finden wir schnell

- alle Nachfolger eines Knoten: for ( v, € succ(v) ) ...?
> aktive Knoten: v € GRUN, so dass V v &€ GRUN: dist(v) <= dist
(vi);?

- Wir bendtigen:
o Datenstruktur fir den Graphen
o Datenstruktur fur die grinen (aktiven) Knoten
. Der schrittweise Entwurf des Algorithmus lasst diese Fragen zunachst absichtlich
offen...
. ...zugunsten der Konzentration auf die wesentliche Idee: Wir wollen zunachst
die Korrektheit des Algorithmus beweisen.
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Dijkstra Korrektheit des Algorithmus |

Satz 1: Flr jeden GRUNEN Knoten v gilt: Unter den rotgriinen Wegen zu v ist der rote
der kirzeste.

>>Beweis: Induktion tber die Folge der BLAU gefarbten Knoten

Quelle: nach Glting/Deker
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Dijkstra Bewelis Satz 1 - Teil 1

Induktionsanfang:

Die Behauptung gilt fur s, da noch keine Kante gefarbt ist.

Induktionsschlul3:
Annahme: Die Aussage gilt fir BLAU und GRUN.

v € GRUN wird blau gefarbt. Seien Vy, ..., V die Nachfolger von v. Fir die v, sind
folgende Falle zu unterscheiden:

>>Fortsetzung

Quelle: Guting/Dieker
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Dijkstra Bewels Satz 1 - Teil 2

1. v, wurde zum erstenmal erreicht, war also bisher ungefarbt und wird jetzt grin.
Der einzige grinrote Weg zu v, hat die Form s = v — v. ("=>" bezeichne einen

Weg, "—" eine einzelne Kante). s = v ist nach Induktionsannahme minimal. Also
ist s => v. minimal.

2. v, ist grin und wurde erneut erreicht.
Der bislang rote Weg zu v, war s => x — v, der neue rote Weg zu v, ist der

kirzeste Weg unter den Wegen
a. s =2 x—»v, und

b.s:}v—}vi

Der Weg (1) ist minimal unter allen griinroten Wegen, die nicht Uber v fihren, (2)
ist minimal unter allen, die Uiber v fihren (wie in (a)), also ist der neue Weg
minimal unter allen grinroten Wegen.

Quelle: Guting/Dieker
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Dijkstra Korrektheit des Algorithmus Il

Satz 2: Fur jeden BLAUEN Knoten v gilt: Unter allen Wegen zu v ist der rote der
kiirzeste.
Beweis: Induktion lber die Folge der BLAU gefarbten Knoten

Satz 3 (Hauptsatz): Der Algorithmus von Dijkstra berechnet die klirzesten Wege zu
allen von s erreichbaren Knoten.

Beweis: Nach Ablauf des Algorithmus sind alle erreichbaren Knoten BLAU gefarbt.
Die Behauptung folgt dann aus Satz 2.

. Ubung:
o Vollziehen Sie den Gedankengang von Beweis 1 am Beispiel nach.
o Versuchen Sie einen Beweis fir Satz 2 (Hinweis: Finden Sie einen Widerspruch
zur Induktionsannahme)

Quelle: Guting/Dieker
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Datenstrukturen Organisation der Knoten

J

or xae

Quelle: nach http://www.hmi.de
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Datenstrukturen Ubersicht

. Datenstruktur fir den Graphen (mit Kosten)
o Variante 1: Adjazenzmatrix
o Variante 2: Adjazenzliste

. Datenstruktur fur die Menge der aktiven (GRUNEN) Knoten: Heap

Lernmodul 7: Geo-Algorithmen und -Datenstrukturen - Algorithmus von Dijkstra



geoinformation.net Folie 17 von 30

Datenstrukturen Adjazenzmatrix

Definition: Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, heilen
benachbart oder adjazent.

() O

Definition: Die n x n Matrix A = (aij) mit

true  falls v, und v, adjazent
false sonst

heil3t Adjazenzmatrix des Graphen.
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Datenstrukturen Adjazenzmatrix mit Kosten

Bei bewerteten Graphen lassen sich direkt die Kosten in die Adjazenzmatrix

eintragen:

~ { K falls k die Kosten der Kante von V. nach Vv;
1 oo sonst

Beachte: alle Diagonalelemente sind O
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Datenstrukturen Beispiel zur Adjazenzmatrix

6x
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Do Du Ha W D K
Do( 0 8 20 00 00 0O
Du{OO 0 OO0 00 20 OO
([Ha| 0O 00 0 15 00 0Of|
W|O00 30 0O 0 150 80
D|[OO 0O 0O 00 0 15
K\‘oooooooooo 0
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Datenstrukturen Adjazenzmatrix ja/nein?

. Vorteil: Moglichkeit, in einer Laufzeit von O(1) festzustellen,
ob eine Kante von v; nach \ existiert.

. Nachteil: hoher Platzbedarf: O(n?)
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Datenstrukturen Adjazenzliste
. Fur jeden Knoten wird eine Liste seiner (Nachfolger-) Nachbarknoten
abgespeichert.

. Der Zugriff auf die Listen erfolgt tGber ein Array der Lange n (n = Anzahl der
Knoten).
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Datenstrukturen Beispiel zur Adjazenzliste

Do Du Ha W D K

po( 0 80 20 00 00 o0 ) Do| A \|pu[go—~[Halz0]
Du| 0O 0 00 00 20 o0 | Du

Ha| OO 0O 0 15 00 0O | Ha

W|O0 30 0O 0 150 80 | W

D|OO OO 0O 0O 0 15 D
KkooooooooooojK

(A) 3x
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Datenstrukturen Adjazenzliste ja/nein?

. Vorteil:
o geringer Platzbedarf: O(n+e) (e = Anzahl der Kanten)
o alle m Nachfolger eines Knotens sind in der Zeit O(m) erreichbar

. Nachteil:
o Um zu prifen, ob v. und v. benachbart sind, muf} die Adjazenzliste von v.
| |
durchlaufen und nach v, d]urchsucht werden.
o Ubung: Wie hoch ist der Aufwand zum Durchlaufen der Adjazenzliste von v.?

. aber: fur Dijkstra ist eine Adjazenzliste ideal
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Datenstr. Reprasentation der GRUNEN Knoten

. Der Algorithmus benétigt folgende Operationen:
o Einfligen der Nachfolger des betrachteten Knoten
o Selektion und Entfernen des kleinsten Elements
. Ziel:
o Einfligen eines Knotens in O(log n)
o Finden und Entfernen des kleinsten Knotens in O(log n)

. Variante A: AVL-Baum
. Variante B (spezialisierter auf diese Anwendung): Heap
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Datenstrukturen Definition des Heaps

. Ein zu jeder Zeit moglichst vollstandiger bindrer Baum T: Alle Ebenen bis auf die
letzte sind voll besetzt.

. Der Baum besitzt eine partielle Ordnung: Fur jeden Teilbaum T* mit Wurzel w
gilt

info(v) >= info(w)

fur alle Knoten v von T*. Dabei bezeichnet "info" den Eintrag des Knotens.
In der Wurzel steht also das Minimum des Teilbaums.
. Darstellung (Einbettung) eines vollstdndigen Baums erfolgt in einem Array
. >>Beispiel: Eingabe der sortierten Folge von Zahlen {1 .. 15}
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Datenst. Einbettung des Heaps in ein Array

. Problem: Abbildung der Kanten auf
o Indizes
o Index des Vaters?
o o - Indizes der beiden S6hne?

o o . Vorgehen (i = Nummer des Knotens
in der Abbildung):
Jeder Knoten v mit Nummer i wird im
Feld i des Arrays dargestellt.
o Index(v) =1
o index (v.linkerSohn) =2 x i

o Index (v.vater) = [i/2]

10x m
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Datenstr. Entfernen des kleinsten Heap-Elements

algorithm deletemin (H)

/*lésche das minimale Element des Heaps H
und gib es aus */

gib den Eintrag der Wurzel aus;

losche die Wurzel und

ersetze sie durch die letzte

Position im Baum (lodsche diesen Knoten)
sei w die Wurzel mit den Schnen p und gq;

while p oder g existieren und
((info (w) > info (p)) oder
(info (w) > info (g))) do
vertausche p mit dem kleineren der
beiden Sdéhne

benenne w, p, g um

Quelle Pseudocode: Gliting/Dieker

20x (< p]
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Datenstr. Einflgen eines neuen Heap-Elements

o algorithm insert (H,e)

/* fiige Element e in H ein */

6 o fiige einen neuen Knoten g mit

Eintrag e an der ersten freien
Position der untersten Ebene

o o o o des Baumes ein, erdffne ggf.

neue Ebene;
p sei der Vater wvon q;

o o @ m @ while p existiert und
(info(q) < info (p)) do

vertausche p und gq
Quelle Pseudocode: Gliting/Dieker

benenne p und g um
23x D
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Dijkstra Zwei Erweiterungen im Uberblick

. Dijkstra: Finden ktrzester Wege in Graphen
. Reale Netze stellen besondere Anforderungen
o GroRe des Netzwerkes (Effizienz)
=« Dijkstra-Erweiterung "Dijkstra mit Geometrie"
o StraBenverkehrsordnung (Abbiege- und Wendeverbote)
- Abbildung realer Straliennetze auf Graphen
= Ansatze:
= Modifikation des Graphen
» Modifikation von Dijkstra
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